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1. Inlelding

De Toets van WILCOXON ig de meest gebruikte "verdelingsvrije'
Loets voor het problecm van twee steekproeven, "Verdelingsvrij"
wil zeggen, dat geen onderstcllingen gemaakt worden over de vorm
van de verdelingen, die aan de twee te vergeliiken steekproeven
ten grondslag liggen. Dit is het belangrijkste verschil tussen
deze Toets en de tocts van STUDENT voor twee steekproeven, daar
de laatstgenocemde tocts allecen van Coepassing 1is op steekproeven
ult normale verdelingsn met gelijke spreidingen, hetgeen de toe-~
pasbaarheid ulteraard aanzienlljk beperkt. Daar het wensell jk leek
voor een zo belangrijke, maar relatief nog weinig bekende, toets
als die van WILCOXON over cen duldelijk®, ook voor niet statistici
brulkbare, handleiding te beschikken, werd in 1950 een door H.R.
VAN DER VAART geschreven ngggggggggpwijzigg voor de toets van
Wilcoxon” uiltgegeven (zie [8] ). Intussen is de toets op verschil-
lende punten verder ontwikkeld, waardoor behoefte aan een nieuwe
versle van de handleiding ontstond. Dit leidde tot de ultgave van
de huidige. Decze bevat bovendien uitgebreidere tabellen dan tot nu
Coe beschikbasar waren. De berekeningen hiervoor werden uiltgevoerd
door J. BONNINGA, Mevr. E.C. BOS-LEVENBACH, J. KOKKES, RINA KORS-
WAGEN, J. ROOSEN en J.J.F.M., SCHLICHTING.

Fen globale kennis van de gang van zaken bl1j het toetsen van
hypothesen wordt vocronderuted,

2. Het waarnemingsmateriaal en de getoetste hypothese

e - o TMREL ] A, ARG o’ A, W WP BN L, ¢ na P T

Hetl waarnemingsmateriaal bestaat uit twee onafhankeli jke
STeekprocven

DC,,_:)ca, NS S G ¢ My "jp.‘*": L

terwljl de te toetsen hypothesc H, 1lnhoudt, dat deze steekproeven
Uit dezelfde populati- clcomstig zln.,

Men kan dit ook als volgt formuleren: gegeven 1s, dat

m,;g“‘.wa%nonafhankelijkg waarnemilngen zijn van een stochagtische
mmmmmmmmmmm grootheild g;q)ﬁ

1) Een stochastische grootheid 1s een grootheid, die een waarschi jn-
l1jkheldsverdeling bezit, hetgeen gewoonlijk blijkt ult het feit,
dat hij herhaald@ waarneming onder dézelfde omstTandigheden verschil-

lende uiltkomsten verkregen worden. Stochastische grootheden worden

#.-.

door onderstreepte letters aangegeven; dezelfde letters, niet onder-

streept, worden wvaak gebruikt voor waarden, die ziJj aan kunnen nemen
ol aangenomen hebben.



o onafhankell jke wacrnemingen zljn van een stochas-
tﬂthj.?.l “:‘i’?\,
Cische grootheid Y

terwljl Tevens de x -waarnémilngen onafhankelijk van dey -waar-
nemingen zijn. De gefoetste hypothese H, houdt nu in, dat «

Jaljulckliy

en y dezellfde waarschignliljkheidsverdeling bezitten.

Voorbeeld 1
Men will de treksterkte van twee partijen metaaldraden

vergell jken en men neemt daartoe uit partij A een steekproefl

van m = 8 draden en ult B een van m = 6 draden. Men bepaalt
van deze draden do¢ treksterkte en men verkrijgt de volgende
ulitkoms ten:

A: 62,9 68,1 64,6 67,9 65,3 67,4 66,9 67,2
B: 68,2 66,3 65,72 65,4 68,0 67,5.

Deze twee reeksen waarnemingen (die in eenzelfde niet ter zake
doende, eenheid zijn uitgedrukt) komen nu overeen met de beide
Steckproevene e,, . .., 8P. y.. y,, . . . .y, - De getoetste hypo-
these kan men nu als volgt interoreteren: de draden van de beilde

partijen zign geligkwacrdig wat hun treksterkte betreft.

Oomerking 1: Men kan ook de hypothese toetsen, dat de ver-

deling van y wel dezelfde vorm heeft als dle van «< , maar

dat de ecrstgenocmde over een bepaalde afstand 4 verscho-

ven 18 . Dan hebben wc+d ¢n y dezelfde verdeling, hetgeen
men toetstl door de toets toe te passen op og+d, ou+d,. . ., _+d
€Ny, Ly, . . .y, - Pe verdere beschrijving van de tToets

geven wilij voor d=o 3 21 geldt geheel analoog voor dsfo. .

3. Wanneer leidt de toets tot verwerping vanH, ?
De toets leidt met grote waarschijnlijkheid tot verwerplng

van H, , indien de kans, dat = een grotere waasrde aanneemt dan
y ongelijk is aan de¢ kans, dat < een kleinere waarde aanneemt

v —

dan y ine=[fﬂ] en P?] ). In formule:

?EQQ}H]_—?& P[E‘E{H] :

In practische bewoordingen kan men dit uitdrukken door te zeggen,
datl o« systematisch grotere resp. systematisch kleinere waarden
aanneemt dan y , hetgeen echter niet betekent, dat o« altijd gro-

Tere resp. kleinere waarden dan 4 aanneemt.



De kans op verwerping van H, neemt in dit geval toe met
toenemende m eén w, en nadert tot 1, indlen men deze aantallen

beide onbegrensd laat toencmen.,
Opmerking «: Als H, Julst 1s dan geldt:

(1) Ploesy]l = Plo<yl.
Als echter Placsyl=Plax <y] dan behoeft W, niet vervuld te

zijn: o (Mis nl. bov, voldos ©1ls % én y belde symmetrisch
ten opzichte van O verdeeld ziljn met verschillende sprei-

dingen.

4L, Berekening van de toetesingsgrootheid W
De toetsingsgrootheidw 1s gelijk aan twee maal het aantal

paren waarnemingen (o, g ) , Waarvoor x>y, 18, vermeerderd met
4

o 2)

Het 1s duldelijk, dat W een klelne waarde aan zal nemen,

.

indien de¢ « ~waarden overwegend kleiner zijn dan de y -waarden,

A — ) ]
) WaaolPVOoOoTY C’C%“‘ig 18

een grote, indicn het omgekecrde het geval 1s en €en 1nterme-

diaire waarde, indien geen van dcze beide situaties zich voordoet.

De berekening van W (de door W in een bepaald geval aange-
nomen waarde) kan o2 velerlel wijzen ultgevoerd worden., Eén der
in de practijk zeer handig geblecken methoden demonstreren wl ]
aan de hand van voorbeceld 1. De hieronder beschreven werkzaam-
heden zi1jn voor dat voorbecsld in schema 1 ultgevoerd. De Dbe-
schreven werkwiljze ondergast enige kleine,later te vermelden
wijzigingen, indien c¢r gelijke wdarnemingen zljn, hetgeen DL

dit voorbeceld niet het geval 1s.

1. Rangschik de waarden y ,y_, ...,y naar opklimmende grootle
in de tweede kolom van een schema, beginnende op de tweede regel
en telkens één regel overslaande.,

2. Nummer de regels in kolom (1) van O tot 2m. Het nummer
in ledere regel 1s dan gelijk aan twee maal het aantaly -waarden
in vorige regels, vermeerderd met het aantaly -waarden in de be-
trokken regel.

3. Noteer vervolgens de waarden x,,<«,,....x%, . Op de regels

tussen die y -waarden, waar zij tussenin liggen.

-y

Won  fEOgih  umm e WS SEEh  wpmy  WARM WK oSS NN Wt

2) Gewoonli jk wordt voor de toets van WILCOXON de toetsingsgroot-
neld U = -%7 W gebruikt. Om gebroken cetallen te vermiljden, Wwordt

hier W ingevoerc. )



L, De bijdrage tot W van 1edere rcecgel waarop €en -« vVoor-
komt, wordt in kolom (4) genotecrd; cgeze wordt verkregen door
het aantal =-waarden in kolom (3) te vermenigvuldigen met het
in dezelid. regel steinde getal In kKolom (1)¢1

5. Door sommeren van de bedragen in kolom (4) krijgen wi]

de bilij deze steekproeven behorende waarde van W .

SChema

Berekening van W bilj voorbeeld 71

ORENE o

waarnemingen van

J X
) 62,9 64,6
1| 65,2
o2 s 2 |
i’ 3 65,4
oy
5 66,3 |
° 66,9 67,2 67,4 | 18
7 67,5
- ‘ 67,9 8
9 | 68,0 .
10 t | 08, 1 10
1 : 53D | |
) | l
totacl | n=0 m=8 UW;38

Voorbeeld =

Door cen wijgzlging in het productieproces kunnen weer-

standen sneller gefabriceerd worden. Men heef Tt nu 2 partijen

wecrstanden (édn volgens het oude (=) en één volgens het nleuwe
procedé gefabriceerd(y) ) en men wil onderzoeken of de elec-
trische weerstand voor de beide partijen verschillend is. Hier-
toe neemt men van beilde partijen een steekproefl en men meetT

de weerstanden van de ¢xemplaren daarvan. De resultaten zijn
(in Ohm) :

1e steckproct (x): 147, 150, 150, 153, 148, 444, 155, 151, 146, 157
2e steckprocf (vl 140, 145, 47, 447, 138, 444, 149, 150.



De te foetsen hypothese H kKan nu als volgt geinterpreteerd

a 5
worden.

De twee Dartijen weersctanden zijn, wat hun weerstand betreflt,
gell jgkwaardlg.

De berekening van de toetsingsgrootheid W , gact, nu er
slechts klelne groepjes van geliljke waarnemingen optreden, na-
genoeg analoog aan voorbeeld 1 (zie schema 2).

7 Rangscnik de waarden gy, y,,.. . ,y, naar opklimmende
grootte 1in de tweede kolom van een schema,beginnende op de
tweede regel en telkens een regel overslaand. Geligke waarne-
mingen komen op dezellids regel.

2. Noteer 1in kolom (3) deac-waarden, dic niet geligk zign
acn een y -waarde, op dw regel tussen dey -waarden waar zij Tus-
scn in ligmen, en noteer de o ~-waarden die wel gelijk zljn aan
eeny ~waarde op dezellde regel als die y -waarde.

3. De getallen in kolom (1) verkrijgt men nu door voor
iedere regel twee maal het aantaly -waarden erboven te nemen,
vermcerderd met hiet aantal y -waarden op dezelfde regel. Op de
laatste regel in kolom (1) komt dan het getal 2w te staan
(contrdflc).

4. De bljdrage tot W van iedere regel waarop €en o VOOI-
komt, wordt in kolom (4) genoteerd. Deze wordt verkregen door
het aantal x-waarnemingen in kolom (3) met het getal in kolom (1),

dat op dazelfde regel staat, te vermenigvuldigen.

5. Dosr sommeren van de bedragen in kolom (4) krijgen wi]
de waarde van \W .

6. In kolom (5) notercn wij de aantallen gelljke waarnemin-
gen in l1cderc regel. Door sommatie moeten wij het totale aantal
waarnemingen krijgen (N= mn+m ),

7. De derdemachten van de getallen in kolom (5) noteren
wij in kolom (6): wij sommeren deze derdemachten en noemen
hun som D .

De kolommen (5) en (6) hebben wi) vooralsnog nlet nodlg
doch in een der volgends paragrafen zal het nut van deze ko-
lommen blijken.



Schema 2

Berekening vanw blj voorbeeld 2

5 @ 5
bijdrage
- y 4 X | tot W | gelijken(t)
o ‘ | *
1 138 | | 1 1
2 l
3 140 | g 1
+ |
5 14 140 | 5 o 3
6
7 145 ’ ,
3 146 8 d 1
10 4T 4T 147 10 | 3 27
12 148 12 1 g
13 149 | A ’
1Y ‘
15 150 | 150 150 30 3 27
16 151,151,153,155| 6L 2.1, 8,1,
totaal n=8 m="10 W=129 N=18 D=78&
Voorbeeld 3

In dit voorbeeld stelt x de lengte van de mannen van €en

bepaalde bevolkingsgroep voor, en y de lengte van vrouwen van

dezelfde groep (lenpte in meters). Zowel van « als van y 21jn

cen aantal waarnemingen verricht.

Waarnemingen

< : 1,72 1,68 1,77
1.83 1,75 1,77

) . /1,956 /1565 /lj62
/}}53 1589 '1'5,68
1,83 1,61

1,73 1,68
1,79 1,8%
1,69 1,74
1,66 1,63

1,59 1,73 1,81 1,74
1,64

1,74 1,65 1,65 1,74
1,72 1,63 1,67 1,606

Men wil nu onderzoeken of in deze bevolking de lengte van de

mannen svstematisch verschilt van de lengte van de vrouwen.



De nulhypothese H, Juidt:
De mannen cn de vrouwen van deze bevolkingsgroep verschil-
len niet systemat.sch in lengte,

De berekening van W ga-t analoog aan voorbeeld 2, (zie schrma 3).
Schema 3

Berekening van W bij voorbesld 5

UG

waarnemingen van blgdragezwmmﬂhﬂ1
N , X tot W @&i@&n@)
1 1,53 ‘ _ D T
.
3 1,56 r 1 g
. 1,59 Y 1 1
> 1,0 ‘ 4
6 |
[ 1,67 g g
& |
8+2 = 10 1,63 1,63 | A 3
e ' 1,64 12 1 L
1043 = 15 | 1,65 1,65 1,67 3 | o7
| 13 B |
C15+2 = 20 1,66 1,66 1 2 | 3
27 ‘ |
03 1,67 1 |
o 4 ~ |
<5 1,08 1 1,68 1,08 50 3 o7
26 ,
2 1,69 ! 1 1 A
2] .
=9 1,78 | 1,72 1,72 53 3| 27
| 50 | 1,73 1,73 60 2 | 8
' 30+3 = 33 L TR 1, TR 1, TH 1, ThH 33 . 4 64 .
* 36 1,75 1,77 1,79 4,811,382 | 180 1,1, 1411,1,1,1,
37 1,83 , 1 g |
38 1,88 33 (A B
39 1,89 U




Voorbeeld 4

Gemeten 1s de tijd s in seconden nodilg voor een bepaalde
psychologlsche Test. Het waarnemingémateriaal besteat ult:
wagarnemingen bij personen van 30-44 jaar (=, | x,, ._,,,&%m)
en waarnemingen bij personen van 45-60 jaar (4, .Yz - « - 14m ) .
Men wll onderzoecken of de tijdsduur afhangt van de leeftijd
van de proefpersonen. D¢ hypothese H, luidt nu:
De Tijdsduur 1s onalhankeliljk van de leeftijd van de proef-
verscnen en verschilt dusniet systematisch voor de beide groe-
nen, HetT materiaal 1s geclassificeerd als aangegeven is in

tanel 1. Tabel 4

T1lj)dsduur (in seconden) van een psychologische
test b1j personen van 30-44 resp. 45-60 jaar.

Klasse 1lndeling

Aantal waarnemingen

VOOr S van X l van y
120 - 149 7 | 4
150 - 179 2 | 1
180 - 209 f 15 | 7
210 - 239 21 8
2U0 - 269 . 173 i L
270 - 249 1 | 11
300 - 329 11 | 6
330 - 359 | 5 6
360 - 389 f 2 2
: 5

390 - 419 3

U1t deze tabel ziet men dus b.v. dat 7 personen tussen 30 en
b4 jaar voor deze test een t1jd nodig hadden die ligt tussen
120 en 149 saconden, ctc.
Nu 1n de waarnemingen groepen van betrekkelijk veel geli jken
voorkomen, gaat de bovenbeschreven methode ter berekening van
W over in de volgende (zie schema 4):
1. Noteer in kolom (2) (zonder regels over te slaan) het
aantal waernemingen vany , dat in de verschillende klassen valt.
2. Noteer in kolom (3) het aantal waarnemingen van ~ in

W

die klassen.



3. In kolom (1) noteert men nu op iledere regel twee maal
het aantal y -wacrnemingen, dat boven die regel staat, vermeer-
derd met €dnmaal het aantal y-waarnemingen, dat op dezelfads
regel staat.

Lhen snelle wilijze van berekenen van deze aantallen 1s de
volgende :

O do eerste regel komt dus ’

Op de tweede regel koat 1T+ 1 + 1 =

Op de derde regel komt 3+ 1+ 7 = 11

Op de vierde regel komi 11 + 7 + 8 = 20
eNz .

In schema 4 geven de pijlen de optellingen aan. In de on-
derste regel moelt twee maal het aantalgﬂ«waarnemingen KO -
men te sta=m (102 = 2 x 51).

4. Vermenigvuldig nu de getallen in kolom (1) en (3) met
elkaasr en noteer het productjwaﬁuﬂmm1(ﬂdg tel de producten op.

Dit peoftW= 3482,

ITndien men over een relkkenmachine beschikt, krijgt men W
direct door accumulatief vermenigvuldigen, zonder dat dus voor

iedere regel het resultact van de vermenigvuldiging genoteerd

behoef't te worden.

5. Noteer in kolom (5) en (6) de waarden van t en +° en
bepaal de totalen Nzm+wm en D
Schema 4

Berekening van W bij voorbeeld 4 (geclassificeerde waarnemingen).

G o [ @[5 o

aantal

kKlasse -~

indellng plidrage

wyaarnemingep van

N X , tot W gelljken
g 7 =7 = 9
150-179 g z | 3x12= 30
7 15 - 11x15=165
83 21 | 26x21=546
L 13 38x13=404
11 A4 53x11=58 3
O I TOX11="1"70
O | 5 - 82x5 =410
2 D Q0x2 =180
5 3 - 97x3 =291

R e T
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5. De verdeling van\g'ond@rde”getoetate hypothese Heo

Indlen de hynothese H_julst is, dus als de twee steekproeven
ult dezelfde verdeling alfkomstig zijn, kan de verdeling van de
toctsingsgroothelid W berekend worden. Voor =4 €0 m=5 Db.V. en
voor het geval er onder de waarnemingen geen geliljken voorkomen,

zlel de verdeling van W er uit als in de onderstaande figuur.

P[ W"*‘-‘Wl Hi:a-] 100

o 2 4 b 8 1o 1z 1y 6 18 26 23 Ay b 28 30 32 B4 ab 38 4o W —>

figuur 1

De verdeling van W onder de¢ hypothesce H, vVOoOr m=4€e€n m-=35

(geen gelijke wasrnemingen) .

Op de X-as zijn dc waarden dlec W aan kan nemen, uitgezel en Op

de Y -as, de kans dat W de betreffende waarde aanneemt als H,
Julst 1s. Bijvoorbeeld:

‘P[w = \2:‘ Hq..] = D,Db.

Dit betekent: de kans dat W de waarde 12 aanneemt, 1ndlen R,
juist is, is gelljk aan 0,006.
Plw 2 36/H.J= Plw =36l HoT+ Plw —x8| B} +PLwW=40He] =

= ©,016¢g + O,007g +0,00F g =0,0317,

Dit betekent: de kans dat W een waarde 36 of groter aanneemt,

als H, Julst is, 1is gelijk aan 0,0317.



1 -

Elgenschappen van de verdeling van W indien HW, jgulst is.

1. De verdeling van W is discreet, want W kan alleen gehele

irsimppseeper

waarden aannemen.

2. De verdcecling van W is in het algemeen niet symmetrisch,
behalve,

a) als me = M,

b) als de omvang E) van de 1e groep gelljke waarnemingen
gelijk 1is aan dle van de laatste, de omvang van de Tweede
groep gelijk is aan die van de op één na laatste, enz.
Sstellen wly het aantal waarnemingen dat de klelnste
waargenocmen waarde bezlt voor door +, het santal dat de
op €én na kleinste waarde bezit door %, , etc., en wor-
den e¢r Iin het totaal £ verschillende waarden aangenomen
dan 1s de¢ verdeling dus o.a. symmetrisch als

L=t , T, =t eNnz.

£ ~1

3. De verwachting (het theoretisch gemiddelde) p , van de
verdeling van W is gelijk aan het product der steekproei -

W

grootten M= .

4. De variantie van de verdeling van W wordt gegeven door:

———

CTQ' _ e (N7 = D)
3NN -

dan wordt D=N en dan 1is dus

MP-D = NP o N = NIN=D(N +1)

en In dit geval worat de variantle

7

e

7 st mm (N+)  (geen gelijke waarnemingera) .

6. Kritieke zones en overschrijdingskansen (algemene beschou-
wingen) .

Wij zagen recds in par. 4 dat de toetsingsgrootheid W een
kleine waarde aan zal nemen, indien de x -waarden overwegend klei-
ner zijn dan de y -waarden en een grote waarde indlen het omge-
keerde het geval ig. |

Wenst men nu de hyponthese H, Te toetsen tegen de alterna-
tieve hypothese, inhoudende dat x systematisch groter af kleiner

il

is dany , d.w.z. tegen de alternatieve hypothese
H: Plesyl=Plx<yl,

3) het aantal elementen.



dan kKiest men een tweeziljdige kritieke zone Z voor W , bestaande
uit grote én kleine waarden van W . Wil men de hypothese H, alleen
toetesen tegen de alternatlieve hypothese dat = systematisch groter
1s dan y , dus tegen de alternatilieve hypothese

H,: Plxs>yl >Plx<yl,

dan kiest men cen rechtséénzijdige kritieke zone Z,, bestaande
uit grote waarden van W . Een linkseécdnzijdige kritieke zone Z,
gebruikt men als men H, wil toefsen tegen de alternatieve hypo-

these

Hy: Ple>yl < Plx<y],
Wordt een waarde W gevonden, dic in de gebruikte kritieke zone
ligt, dan wordt H, verworpen. Ook indien H, Julst 1s, kan dit
gebeuren, hetgeen dan een ten onrechte verwerpen van H, inhoudt.
De kans op dit ten onrechte verwerpen wordt de onbetrouwbaar-
held van de kriticke zone (of ook: van de toets) gencemd en de
kriticke zone wordt zo gekozen, dat deze onbetrouwbaarheild niet

groter 1s dan een van de te voren gegeven grens o« , de onbe-
trouwbaarheildsdrempel.

Wordt H, verworpen omdat W in een rechter-kritieke zone
valt (dus "te groot'" is), dan trekt men de conclusie, dat:

Ples>yl >Plx<yl] ,

-,

. Bij een waarde in een linker-kKritleke zone

of ,in practische bewoordingen,, dat x systematlsch hogere waar-
den aanneecmt dan y
18 alt Julst andcrsom.

Het resultaat van cen toets kan nog lets vollediger ultge-
ocskans op 'te geven.

drukt worden door d¢ overschriijdin

Een algemene definitic van een overschrijdingskans luldt: de

onbetrouwbaarheid van de klcinste kritieke zone, dle de gevonden

Daarbij worden dan ook kritieke
in de beschouwing betrokken.

waarde vanw nog Julst Dbevat.

zones met een onbetrouwbaarheld >«
Voor de rechts- (resp. links-) éénzijdige toets wordt de

) aangeduld en de definitie

onder de hypothese H,

overschrijdingskans met #£_ (resp. %,
komt dan neer op: de kans op het optreden,
van een minstens even grote (resp hoogstens even grote) waarde

als de werkell jk gevondene.
In het tweeziljdige geval wordt het symbool 4 gebruikt.

In vele practijkgevallen kan men volstaan met voor 4 twee maal
de kleinste éénzijdige overschrijdingskans van de gevonden waarde
van W te nemen. (vergelijk echter par. 9). Het vinden van een
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gebruiken, dan vinden wil] o 3bce , dus o=be en

IMW - M l —l =2 R K.
O

Voor de overschrijdingskans vinden we dan

K =2.0,0129 = 0,0254.
De 1nvlioed der gelijke waarnemingen is hier dus klein.,.

daar de overschrijdingskans kleincr is dan 0,05, de hypothese
H, verworpen. H_  houdt in, dat mannen en vrouwen niet systema-
Cisch 1In lengte vercchillen., ¢n deze hypothese wordt dus ver-
worpen ten gunsce van de hypothese dat mannen systematisch lan-
ger zijn dan vrouwen (de gevonden waarde van W 1is n.l. groter

dan mm ),

Opmerking 9: Als er gelijke waarnemingen zijn dan geldt

)
sigtuempie Sl « LTy

3
""!é*’\%ﬁm(l\i-%-!):w o (N - D)
SN (N=)

Dus als wij, in de formule voor de variantie van w , de

AN

geliljke waarnzmingen niet in rekening brengen, vinden we

een te grote waarde voor deze variantie en dus een te

grote waarde voor de overschrijdingskans., Is deze te gro-

ey

te waard: voor d: overschrijdingskans €« dan wordt K
dus verwvorpen en heoeft men de berekening der derde machten
niet uit te voaoroen,

Ultwerking van voorheeld L,

© R WA M o ST . eE Y (Y TN o N NN YRR 5 M

LY - N

De Toets wordt woer twen7ijdig uitgevoerd met o =00 .De
berekening van d2 overachrijdingskans gaat als volgt:

Dus

m——___m.&.‘.:_L_ 33$%;.

r

In een tabel der normale verdeling vinden we voor de tweezljdi-
g€ overschriljdingskans

£ — 2. Q,QQO’]’ = O, c0t,
Brengen we in de formule voor de variantie de gelil jke waar-
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In gevallen als die van voorbeeld 6 zal men, om de over-
schrijdingskansen te vinden, de exacte verdeling van W onder
de hypothesek& moeten bherekenen. Hoe men deze exacte verdeling
berekent en hoe men in deze gevallen de tweezijdige overschrij-
dingskansen defini&crt zullen we hier niet ulteenzetten; dit
valt buiten het kader van deze handleiding wn wilj verwlijzen:
hiervoor naar | 2].

Bij voorbeeld 4 heeft de exacte verdeling van W , als
juist is, de in fig.3 getekende vorm. Ult deze figuur zliet men
dat de verdeling in dit geval een zeer onregelmatig karakter

heeft.
| -P[W ::.W' Hn]

oV 5 | T

5.1 0

CO8

t6 25 ay 33 36 38 42 44 4LF 4q 80 83 85 §35ght by 6607 Ja IR F576 YO & 8¢ Q2 Q8 ¥ —r
figuur 3

Verdeling van W onder de hypothese H, VOOr m=5,m=io,t,=1, t,=8,

t'b mtq‘m 31.

10. Enige opmerkingen over de keuze tussen €én- en tweezljdig

toetsen

In par.6 hebben wilij reeds opgemerkt, dat men de hypothese
M, kan toetsen tegen de alternatieve hypothesen
H: Ples>yl#Plx <yl



S R e

of Tegen

e Pl >yl > Ple <yl
of Tegen

Hy s Pl s 4] < Plx < y].

Men gebruikt dan cen {wveezi jdige. een rechtséénzijdige, resp.
linkséenzijdige kriticke zone ‘overschrijdingskans). Bij rechts-
éénzijdig (en mutatils mutandis bij linkséénzi jdig) toetsen kan
men nimmer beslulten fot: v 1s systematisch kleiner dan y ,want
een kleine waarde vanw {(d.w.z. kleiner dan mm ) kan bilj rechts-
ééﬁzijdige toetsing nooilt in Go kKritieke zone liggen.,
Hiermede zal men rekening moeten houden, indien men overweegt
eenzijdig te toetsen. Anderzijds zal, bij rechtséénzijdige toet-
sing sneller ontdekt worden, dat x systematisch groter is dany ,
indien dit het geval is; i‘mmers de rechter kritieke zone is dan
groter,

De Pechtsééhzijdig@ toets kan men dus tToepassen als men er
uitslultend in geinteresgteerd is H, te verwerpen ten gunste van

LSRSNRVERY R S, St T I Y R T R SRR T I

de alternatieve hypothesc, dat o systematisch grofter 1s dany ,
dus tegen H: P{x>y] > Plx <y].

Dit zal b.v, het geval zljn, indien men, onafhankelijk van het
gegeven waarneminggmaterianl, weet dat oo niet systematisch

W s ¢ TEEIEY dam v T SaiaaEe - RNt e oy

Kleiner is dan w , Ook practische overweglingen kunnen echter

Ey »
tot deze keuze lelden ‘zle voorbeeld 7 verderop).
n : e o oww w
Men gebruikt dan een rechoscenzijdige kritieke zone en men be-

slulft tot: o« 1s systemavisch groler dan y , als de berekende

N,

™ n }

waarde van W in de Vriticiic zconhe -igt.

Opmerking 10. Het ig cchier onjulst éénzijdig te toetsen

naar aanleiding van <2 gevonden waarde van wW . Zou men n.l.,
omdat b.v. Wy gevonden LS, eCn rechtséénzijdige kritieke
zone nemen ‘omdat W toch nict in een linker kritieke zone
ligt", dan dient men te overwegen, dat men, als Wep gevon-
den was, hetzelfde met cen linkséénzijdig@ zZone, Zou hebben
gedaan, In feite werltt mcn dan dus toch ftweezijdig, maar
zou men nu de rechtceddénzijdige (resp. linksééngzijdige) kri-
tieke zone de onbetrouwhaarheid o geven, dan werkt men
dus elgenlijk met een tweezljdige kritlieke zone met onbe-
trouwbaarheid 2o . et feit, dat Wa>p (resp. <p ) gevonden
is, doet zich gelden blj de conclusie, indien H, verworpen
wordt. Immers men beslult dan niet alleen, dat H, onjuilst
is, maar ook, dat x systematisch groter (resp. kleiner)

NPy

dan Y is.



Indien men éénzijdig kan toetsen verdient het aanbeveling dit
inderdaad te doen, daar de éénzijdige toets,zoals boven reeds
vermeld, bilj dezeli'de onbetrouwbaarheidsdrempel een groter on-
©) bezit dan de tweezijdige (zie par.11).
De toft nu toe gegeven voorbeelden zljn allen tweezijdig getoetst

derscheildingsvermogen

omdat nergens redenen aanwezig waren, die het besluit van dén-
z1Jjdlg tToetsen zouden rechtvaardigen.
Bij het volgende voorbeeld kunnen wlj echter wel éénzijdig toet-
sen.
Voovbeeld 7.

ken textielfabrikant wil door toepassing van een prepareer-
methode A zijn garens sterker maken.
Trekproeven, verricht op monsters onbehandelde en met A behan-

delde garens, gaven de volgende resultaten (uitgedrukt in een
of andere sterkte-eenheid).

Met A behandelde garcns () Onbehandelde garens (y)
11479 10,34
11, 21 11,40
13,20 10,19
12,66 12,10
13,37 11,46

De hypothese die wijwlllen toetsen luldt: de behandelde en de
onbehandelde garens ziJjn even sterk,
Aangezlen de fabrikant de preparecrmethode voor deze garensoort Ch-
ter “liccnwll Invoeren indien deze methode de garens sterker maakt,
1s hij er dus alleen 1in geinteresseerd H, te verwerpen ten gun-
ste van de alternatieve hypothese dat de met A behandelde ga-
rens systematisch sterker ziljn dan de nilet behandelde. De twee.
mogelljkheden: a) de preparecermethode helpt niet en b) de pre- |
pareermethode gchaadt, leiden beide tot dezelfde beslissing:
deze niet in te wvoeren, en zijn dus bij dit probleem, practisch
gezlen, aeqgquivalent, zodat zij niet van elkaar onderscheilden
behoeven te worden. Het linker deel van een tweegzijdige kritie-
ke zone zou dus doelloos zijn. |

We toetsen dus rechtsdénzijdig en nemen als onbetrouwbaar-
heldsdrempel 0,05,
Voor de toetsingsgrootheid vinden we hier W=u4zen in tabel 1
vinden we blj am=m=s5svoor de rechtséénzijdige overschrijdings-

6) Het onderscheidingsvermogen van een toets is de kans op het
verwerpen van H, , indien K, onjuist is,
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kans &, = o,043.

Daar de overschrijdingskans kleiner dan de onbetrouwbaarheids-
drempel 1is, verwcrpen wijde hypothese H, ten gunste van de hypo-
these dat de prepareermethode de garens sterker maakt,

Indien wijhicr tweezijdig getoetst hadden, hadden wilij voor
de (tweezijdige) overschrijdingskans 4 — 2. 0.0 48 = 0,096 gEevon-
den; de hypothcse H hadden wlJ dan, bij dezelfde onbetrouwbaar-
heidsdrempel, niet kunnen verwerpen,

De onbetrouwbaarheidsdrempel « van de éénzijdige toets heeft
1n dit geval de volgende practische interpretatie: de kans op
net ten onrechte invoeren van A (als dit niet helpt of zelfs

schaadt) is hoogstens gellijk aan .7)

11. Het onderscheidingsvermogen van de toets van WILCOXON,
vergeleken met dat van de toets van STUDENT

Hetl onderscheidingsvermogen van de toets van WILCOXON is
Voor speclale gevallen onderzocht., Men zou verwachten, dat het
blJ tToepassing op twee steekproeven uit normale verdelingen met
gelijke spreidingen aanzienli jk geringer zou zijn dan dat wvan
de toets van STUDENT, daar bij cerstgenoemde toets van het ge-
geven der normaliteit geen gebruik wordt gemaakt,
VAN DER VAART [9] heeft het onderscheidingsvermogen van beide
toetsen vergeleken voor zeer kleine steekproeven (n.l.msm4b )

en daarblj bleck, dat het onderscheidingsvermogen van de toets
van WILCOXON slechts weinig kleiner is dan dat van de toets

van STUDENT.,

Voor grote steckproeven (w —w €N moses ) bleek uit (niet gepu-
bliceerde) onderzoekingen van G,E. NOETHER en E.J.G. PITMAN ,
dat de verhouding von de aantallen waarnemingen, dle nodig zijn
om de toets van WILCOXON en die van STUDENT in de buurt van H,
netzelfde onderscheldingsvermogen te geven, tot >4 ~¢,088
nadert. Tevens bewezen zij, dat het onderschelidingsvermogen

van de toets van WILCOXON voor scheve verdelingen - waarvoor
dus strikt genomen de toets van STUDENT niet coepasbaar is -
aanzienlljk groter kan zijn dan dat van de toets van ST UDENT .
De toets van WILCOXON heeft verder een belangrijk voordeel
poven de toets van STUDENT, n.l. dat ver weg liggende waarne-
mingen, die wellicht (of wellicht niet) door een verglssing van
enige aard veroorzaakt zijn, welnig invlioced hebben op de uit-
Komst van de toets. Dit behoedt de onderzoeker voor het vaak

mm&mmmmmm'mm”mm



zeer onaangename dllemma: een waarneming, die er oha annemell JK
ultzlet, doch waarvan men niet weet, of hij "rout" is, al of

niet weg te laten.
Litteratuur over verdere onderzoekingen vindt men 1n par.’c
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- 6

—n d 2 3 T 5
O 0,142857  0,035714%  0,01190 0,00476 0, 002164
2 0,285714 0,0741{29 0,023 ’1(5) 0, oo9g E 0,004329
! 0,428571  0,142857  0,047619 019048 O=008658
6 0,571428  0,214286 0,085333 o ,033333  0,015152
3 0,321429  0,4130952 0.,057143  0,025974
10 | 0,428571  0,190476  0,085714  0,041126
12 0,571429  0,273810  0,12857"1 0,062770
14 0,357143 0, 476#90 0,088744
16 0,452387 0,238095 O, 122376
18 0.547619  0,304762  ©,16L502
| 20 0,380952 0,214286
| 22 0457942  0,268398
| 24 0,542857 O 33416u
| 26 4 :39610"
| 28 | 0,465368
30 : ) ,534632

n =7
1 2 3 y 5 ’

0,003030 0,001263
0,006061 0,002525
0,012121  0,005051

0, 125000 0,027778 0,00833
0,250000 0,055556 O, 0’366635
b

O

D

Y O 000 0,111111 00,0333
6 2 02 0,021212 o 008858
3

3
g
| 0,500000 0,166667 O, ,058333
7 03©36& ), 015152
3
7
3
3
7

i O 625000 03250000 (J(X%mi
| 333 0,1333
L 7
3

10 0,3333 3 0,054545 0023990
12 oJRIRNIN RN O 197 6 ,081818  0,036616
14 0,555556 , 25833 o 115152  0,053030
16 o ,33333 4575?6 0,074495
18 0, L1666 0, . 20606 Q,ﬂ@ﬂ@ﬂo
20 ‘ 0,500000 0,263636  0,133838
22 0,583333 o 32404ﬂ 0,171717
24 393939 w,2¢5909
28 | :536364

30

32




TABEL I

linkséénzijdige overschrijdingskansen (vervolg)

n = 6
6

0,001082
0,002164
0,004329
0,007576
0,012987

0,020563
0,032468
0,046537
0,066017
0,089827

0,120130
0,154742
0, 196970
0,24242L
0,294372

0,3495067
0,409091
0,468614

0,531385

0,000583
0,001165
0,002337
0,004079
0,006993

0,011072
0,017482
0 ,02564
0,036713
0,050699

0,068764
0,090326
0,117133
0, 147436
0, 1829873

0,222640
0, 266899
0,314102
0,365384
O,417832

O,472610
03527389

0,000291
0 ,000583
0,001166
0,002040
0,003497

0,005536
O, 008741
0,013112
0,018939
0,026515

0,036422
0,04 8660
0,064103
0,082459
O, 104312

0,129662
0, 158800
0,191434
0,227856
0,207483

- 0,310023

0,355187
0,402389
0,450758
0,500000

0,549242
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TABEL 1 :

O
0,0003373
0,000666
0,001332

0,002331
0,003996

0,006327
03009990
0,014652
0,021312
0,029637

0,040626
0,053946
0,070929
0,090576
0,114219

0,141192
0,172494
0,200793
0,245421
0,286380

0,331002
0,377289
0,425907
O, 474858
00,5254

)

e
——————

-

0,000155
0,000311
0,000622
0,001088
0,001865

0,002953
0,004662
0,0006993
0,010256
0,014452

0,020047
0,027040
0,036053
0,046931
0,060295

0,075991
0,094639G
0,115928
0,140482
0,167832

0,198446
0,231702
0,267910
0,306294
0,347164

0,389433
0,433255
0,477544
0,522455

linkséénzijdige overschrijdingskansen (vervolg)

3

0,000078
0,000155
0,000311
0 ,000544
0,000932

0,001476
0,002331
0,003496
0,005206
0,007382

0,010334
0,014064
0,018959
0,0249472
0,032479

0,041492
0,052448
0,065190
0,080264

0,097436

0,117249
0,139316
0,164702
0,191142
0,220901

0,252680
0,286869
0,322688
0,360450
0,399223
0,439238
0,479565

0,520435



TABEL I :

/]

0, 100000
Q,200000

0,300000
0 ,400000
0,500000

0,600000

2

0,018182
O ,03636%
0,072727

0,109094

0,163636

0,218182
o 22020%
O, 3

0 isnohs
O 545455

n = 9

b

0,004545
0,009094
0,01818¢2
0,031818
0,050000

0,072727
104545
140909
186364

o 240909

o 300000
63636
31818

o 500000

0 568182

)

0,001399
0,002797

0, 005594
0,009790
0, 016783

0,025175
O, 037762
O 053447
0,074126
0,099301

0,130070
0,165035
0, 206993
0,251T748
O, 302098

0,355244
0,412587
0,469930
0,530070

5

0,000500

O, 000999
O, 001998
O, 003496
0, ,005994

0,009490
0,0154486
0,020979
0,029970
O, 041458

0,055944
0 073426
0, 094 05
0,119880
0,1h8854

0,181818
o 218784
0, 259240
O 303496
0, 349650

0,398601
0, , 119051
0,500000

’03550949

-3 ] -

1inkséénzi jdige overschrijdingskansen (vervolg)



TABEL 1 ;

P i P— -~ - — b, - e — - P—

- o N

6

O, OOOEOO
0,000400

0,000799

0,001399
0,002398

0,003796
0,005994
0,008791
0,012787
0,017982

0,024775
03033167
0,0 3956
0,056743
0,072328

0,090509
0,111888
0,136064
0,163836
0, 194206

0,227972
0,2064335
0,303496
0,344455
0,387812

0,431968
O,477322
0,522677

I

I

0,0C0087
0,000175
0, 000350
0,000612
0,001CH9

0,00165"
0,002622

0,003934
o 005769
O, 008217

0,011451
0,015560
0,020892
0,027448
0,035577

0,0L5367
0,057080
0,070304
0,086888
0,105245

0,126136
0, 1495673
0, 175524
0,203934
032348?8

0, 268007
303234

O 340297
ﬁ378uu
0.,418532

03459091
0,500000

0,540 09

]
]

J

3

0,000041
0,C000862
0,000164
0,000288
0, 0004akL

0,000782
0,00123 4
0,00185"
0,002756
0,003949

0,C05553
0,C07610
0,010325
0,0136908
0,017976

0,022200
0,029018
0,0372283
0.0h63¢0
0.056972

0,069395
0, 083587
0. 05979k
0,117935
0,138297

0,160033
0,185191
0,211724
O, 240351
O =70712

Q,302520

0,336487
O, 37449j
0, LO( Ol

3” 41 18>

linkséénzijdige overschrijdingskansen (vervolg)

9

O, 000021
O, 000041

0,000082
0,000 44
0,000247

0,000391
0,000617
0,000926
0,001378
0,001995

0,002818
O 003887
O, 005306

0,007096
0,009379

0,012217

0,015734
0,019992
0, . 02515k

034263

0,0385073
0, 046956
oF 056746
0,057956
0,080749

0,095125
0, 111209
0, 129042
O, 1486673
0, 170054

0,193254
0, 218141
0, 244714
0,27285"
0,302406

05333237
0,365220
0,398087
4j4654
46374&

0,500000

~ 0,534286




TABEL I :

' 0,090909
' 0,181818

0,272727
0,363636
0 454545

0,545455

0,015152

0,030303
0, 060606
0,090909
0,136364

0,181818
O,242424

0,303030
0,378788
0,454545

0,545455

= 10
3

0,003496
0,006993
0,013986
0,024476
0,038462

0,055944
0,080420
0,108392
0,143357
0,185315

0,234266
0, 286 12
,3#645
O, 405594
0, 468532

0,531469

!}

0,000999

0,001993

0,003996
O 006993

O, 044988

0,017982
0,026973

0,037962

0,052047
0,070929

03093906
0,119880
0,151848
0,186813
0,2206773

0,269730

0,317682
0,366633
0,%19580
0,472527

0,527472

-3 3-

Linkseenzijdige overschrijdingskansen (vervolg)

5

0,000333
0,000666
0,001332
0,002331
0,003996

0,006327
0,009657
0,013986
0,019980
0,027639

0,037629

O 049617
0, 06@602
0.,082251
0,103230

0,127206
0, 154845
0, 185481
0,219780
0,256743

0,237036
0,339327
0,383949
0,429570 |
0,476523

0,523476
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